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Exercices
Chap.11 : Espaces préhilbertiens réels

1 Produits scalaires
Exercice 1.1. Soit n ∈ N∗. On note E = Rn[X] et pour tout (P,Q) ∈ E2

on pose :

< P | Q >=
n∑
i=0

P (i)Q(i).

Montrer que < . | . > définit un produit scalaire sur E.

Exercice 1.2. Montrer que l’application 〈. | .〉 définie sur E × E où E =
R[X] par :

〈P | Q〉 =
∫ 1

0 P (t)Q(t)dt

est un produit scalaire sur R[X].

Exercice 1.3. 1. Soit P ∈ R[X]. On souhaite montrer que l’intégrale∫+∞
0 P (t)e−t dt est convergente.
(a) Où cette intégrale est-elle impropre ?
(b) Calculer lim

t→+∞
t2P (t)e−t.

(c) En déduire la nature de
∫+∞

0 P (t)e−t dt.
2. On note E = R[X] et pour tout (P,Q) ∈ E2 on pose :

< P | Q >=
∫+∞

0 P (t)Q(t)e−t dt

.
(a) Justifier que 〈P | Q〉 ∈ R.
(b) Montrer que < . | . > définit un produit scalaire sur E.

Exercice 1.4. On souhaite montrer que l’application 〈. | .〉 définie sur E×E
où E = Mn(R) par 〈A | B〉 = tr

(
AT ×B

)
est un produit scalaire sur

Mn(R).
1. Justifier rapidement que l’on a bien, pour A et B appartenant à Mn(R) :

tr
(
AT ×B

)
∈ R.
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2. Démontrer que l’application 〈. | .〉 est symétrique et bilinéaire.
3. Soit A ∈ Mn(R). On note ai,j le coefficient de A situé sur la ième

ligne et la jème colonne.

(a) Montrer que 〈A | A〉 =
n∑
j=1

 n∑
i=1

a2
i,j

.
(b) En déduire que l’application 〈. | .〉 est positive et définie et conclure

l’exercice.

2 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Exercice 2.1. Soit f une fonction de classe C 1 sur R, à valeurs réelles, et
telle que f(0) = 0.
On souhaite montrer que :

∀x ∈ R, (f(x))2 6 x
∫ x

0 (f ′(t))2 dt.

1. On suppose dans cette question que x > 0.
(a) On considère l’espace vectoriel E =

{
f ∈ C 1([0;x],R)/f(0) = 0

}
.

On définit sur E × E, l’application 〈. | .〉 par :

〈f | g〉 =
∫ x

0 f
′(t)g′(t)dt.

Montrer que cette application définit un produit scalaire sur E.
(b) Déterminer une fonction h ∈ E, que l’on explicitera, telle que
〈f | h〉 = f(x).

(c) En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonction f et h,
démontrer l’inégalité demandée.

2. Que peut-on dire du cas x = 0 ?
3. On suppose maintenant que x < 0. Comment peut-on adapter la ques-

tion 1 . pour démontrer l’inégalité demandée ?

Exercice 2.2. Montrer que :

∀ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn :

 n∑
k=1

xk


2

6 n
n∑
k=1

x2
k.

Étudier le cas d’égalité.

Exercice 2.3. Soient a et b deux réels tels que a < b. Montrer que si f est
une fonction continue et strictement positive sur [a; b], on a :(∫ b

a
f(t)dt

)
×
(∫ b

a

1
f(t)dt

)
> (b− a)2

Étudier le cas d’égalité.
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3 Orthogonalité
Exercice 3.1. On note E = C2π(R,R), l’ensemble des fonctions continues
et 2π-périodiques de R dans R, et pour tout (f, g) ∈ E2 on pose :

< f | g >=
∫ 2π

0
f(t)g(t)dt.

1. Montrer que < . | . > définit un produit scalaire sur E.
2. Montrer que les fonctions fn : t 7→ sin(nt), n ∈ N∗ forment une famille

orthogonale de E et calculer la norme de ces fonctions.

Exercice 3.2. Soit E un espace préhilbertien et (~a1, . . . ,~an) une famille de
vecteurs unitaires de E vérifiant :

∀~x ∈ E ‖~x‖2 =
n∑
i=1

(< ~x | ~ai >)2

1. Montrer que (~a1, . . . ,~an) est une famille orthogonale.

2. Soit ~u ∈ E et ~y =
n∑
k=1

< ~u | ~ak > ~ak. Montrer que ‖~u− ~y‖2 = 0.

3. En déduire que (~a1, . . . ,~an) est une base orthonormée de E.

4 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Exercice 4.1. On considère R4 muni de son produit scalaire canonique et
F l’ensemble défini par

F =
{

(x, y, z, t) ∈ R4/x− y + 3z − t = 0
}

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4 et en déterminer
une base B.

2. Grâce au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué à la
base B, construire une base orthonormale de F que l’on notera C .

Exercice 4.2. On munit R3 de son produit scalaire canonique.
1. Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt à la base

B = ((1, 1, 1), (2,−1, 2), (1, 1,−2)).
2. Déterminer les coordonnées du vecteur ~u = (x, y, z) dans la base obte-

nue à la question précédente.

Exercice 4.3. On note E = R2[X] que l’on munit du produit scalaire :

< P | Q >=
∫+∞

0 P (t)Q(t)e−t dt. (cf. exercice 1.3).
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On note aussi Bc = (P0, P1, P2) la base canonique de E.
1. On pose, pour tout k ∈ N, Ik =

∫+∞
0 tke−t dt. D’après l’exercice 1.3

cette intégrale est bien convergente.
(a) Donner la valeur de I0.
(b) Montrer que pour tout k ∈ N, Ik+1 = (k + 1)Ik.
(c) Démontrer alors par récurrence que, pour tout k ∈ N, Ik = k!.

2. Déterminer une base orthonormale de E en appliquant le procédé d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt à la base canonique de E.
On pensera à bien organiser ses calculs et à utiliser la question 1.c)

5 Projection orthogonale
Exercice 5.1. On considère l’espace vectoriel R[X] muni du produit sca-
laire :

< P | Q >=
∫ 1

0 P (t)Q(t)dt.

On pose F = Vect(1, X).
1. Le but de cette question est de calculer pF

(
X2).

(a) En exploitant l’information pF
(
X2) ∈ F , déterminer le degré du

polynôme pF
(
X2).

(b) Quelle information a-t-on sur X2 − pF
(
X2)?

(c) À l’aide des deux questions précédentes déterminer pF
(
X2).

On rappelle, qu’en dimension finie, ~u ∈ F⊥ si, et seulement si, ~u
est orthogonal à chacun des vecteurs d’une base de F .

2. (a) Justifier le fait que inf
(a,b)∈R2

∫ 1
0
(
t2 − at− b

)2 dt = d
(
X2, F

)2.
(b) En déduire la valeur de inf

(a,b)∈R2

∫ 1
0
(
t2 − at− b

)2 dt.

6 Pour aller plus loin...
Exercice 6.1. On munit l’espace vectoriel Mn(R) du produit scalaire :

〈A|B >= tr
(
ATB

)
.

On note Sn(R) le sous-espace vectoriel des matrices symétrique réelles d’ordre
n et An(R) le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques d’ordre n.

1. (a) Montrer que si A ∈ Sn(R) et B ∈ An(R) alors A ⊥ B.
(b) Montrer que toute matrice M ∈Mn(R) est la somme d’une ma-

trice symétrique et d’une matrice antisymétrique.
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(c) En déduire que Mn(R) = Sn(R)
⊥
⊕ An(R)

2. (a) Déterminer la projection orthogonale d’une matrice M ∈Mn(R)
sur An(R).

(b) Montrer que d (M,An(R)) = 1
2

∥∥∥M +MT
∥∥∥ pour toutM ∈Mn(R).

(c) Calculer d (M,An(R)) pour M =

 1 2 1
−2 −1 −1
−1 −1 −2

.
Exercice 6.2. On munit R[X] du produit scalaire suivant :

< P | Q >=
∫ 1

−1

P (t)Q(t)√
1− t2

dt

Pour tout n ∈ N, on note Tn le polynôme de Tchebychev de première espèce,
c’est-à-dire l’unique polynôme vérifiant :

∀θ ∈ R, Tn(cos(θ)) = cos(nθ)

1. Déterminer, pour tout x ∈ R, T0(x), T1(x), T2(x) et T3(x) en fonction
de x.

2. Vérifier que < . | . > est bien un produit scalaire.
3. Montrer que (Tn)n∈N est une famille orthogonale de R[X].
4. Construire une famille orthonormale à partir de (Tn)n∈N.
5. Soit F = Vect(1, X). Calculer d

(
X2, F

)
.

Exercice 6.3. Soit E un espace euclidien et p ∈ L (E) une projection.
Montrer que les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

1. p est une projection orthogonale (c’est-à-dire ker(p) = Im(p)⊥
)
.

2. ∀(u, v) ∈ E2, < u|p(v) >=< p(u)|v >.
3. ∀u ∈ E, ‖p(u)‖ 6 ‖u‖
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