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Chap.6 : Réduction des
endomorphismes et des matrices
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Dans tout ce chapitre, E désigne un K -espace vectoriel, avec K = R ou
C, de dimension n ∈ N∗ finie.
On rappelle que idE désigne l’endomorphisme identité de E et In désigne la
matrice identité de Mn(K).

1 Éléments propres d’un endomorphisme ou d’une
matrice

1.1 Valeurs propres, vecteurs propres

Définition 1.1. • Soit f ∈ L (E). On dit qu’un scalaire λ ∈ K est une
valeur propre de l’endomorphisme f si, et seulement s’il existe un
vecteur ~u ∈ E tel que : {

~u 6= −→0E
f(~u) = λ~u

Un vecteur ~u vérifiant ces deux critères est appelé un vecteur propre
de f associé à la valeur propre λ.
• Soit A ∈ Mn(K). On dit qu’un scalaire λ est une valeur propre de
la matrice A si, et seulement sil existe X ∈Mn,1(K) tel que :{

X 6= 0
AX = λX

Un vecteur colonne X vérifiant ces deux critères est appelé un vecteur
propre de A associé à la valeur propre λ.
• L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme ou d’une matrice
est appelé spectre et est noté sp(f) ou sp(A).

Méthode 1.2. Pour montrer qu’un vecteur ~u (ou X ) donné est un vecteur
propre de f (ou de A ) on montre que :

1. ~u 6= 0( ou X 6= 0)
2. f(~u) = λ~u( ou AX = λX), avec λ ∈ K

Application 1.3. Soient A =

 7 3 −9
−2 −1 2
2 −2 −5

 et X =

 3
−1
1

 . Mon-

trer que X est un vecteur propre de A et déterminer la valeur propre associée.
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Application 1.4. Soit f ∈ L (R2[X]) définie par :

f(P ) = (X − 1)P ′ + P .

On pose R(X) = (X − 1)2.
Montrer que R est un vecteur propre de f .

1.2 Sous-espaces propres

Théorème 1.5. Définition
• Soit f ∈ L (E) et λ une valeur propre de f . On pose :

Eλ(f) = {~u ∈ E/f(~u) = λ~u} = Ker (λidE − f) = Ker (f − λidE)

Eλ(f) est un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace propre
de f associé à λ.
• Soit A ∈Mn(K) et λ une valeur propre de A. On pose :

Eλ(A) = {X ∈Mn,1(K)/AX = λX} = Ker (λIn −A) = Ker (A− λIn)

Eλ(A) est un sous-espace vectoriel de Mn,1(K) appelé sous-espace
propre de A associé à λ

Remarque 1.6. Le sous-espace propre associé à la valeur propre λ est l’en-
semble de tous les vecteurs propres associés à la valeur propre λ, plus le
vecteur nul. S’il n’y a pas de risque de confusion on pourra noter Eλ (à
éviter, sauf si l’énoncé vous l’impose).
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Méthode 1.7. Il est important, pour tout ce chapitre, de bien savoir dé-
terminer une base d’un sous-espace propre d’un endomorphisme ou d’une
matrice donnée. Pour cela il suffit de revenir à la définition d’un sous-espace
propre :
Eλ est l’ensemble des solutions de l’équation f(~u) = λ~u ou de l’équation
AX = λX.

Application 1.8. Reprenons l’endomorphisme f de l’application précédente :

f(P ) = (X − 1)P ′ + P .

Nous avons prouvé que 3 est une valeur propre de f .
Déterminer une base de E3(f), c’est-à-dire le sous-espace propre associé à
la valeur propre 3 .

1.3 Polynôme caractéristique

Voici l’outil qui va, très souvent, nous permettre de calculer les valeurs
propres d’une matrice ou d’un endomorphisme.

Définition 1.9. • Soit f ∈ L (E). On appelle polynôme caractéris-
tique de f , et on note χf , le polynôme suivant :

χf (λ) = det (λidE − f)

• Soit A ∈Mn(K). On appelle polynôme caractéristique de A, et on note
χA, le polynôme suivant :

χA(λ) = det (λIn −A)

Remarque 1.10. • Sauf si l’énoncé fait une demande autre, vous devez
toujours noter χ le polynôme caractéristique.
• Cette définition contient un point que l’on ne démontrera pas ici : le
fait que det (λidE − f) et det (λIn −A) sont bien des polynômes !
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Application 1.11. Soit A =

 1 2 −2
2 1 −2
2 2 −3

. Calculer le polynôme carac-

téristique de A.

Proposition 1.12. Soit f ∈ L (E),B une base quelconque de E et A =
MatB(f). Alors :

χf = χA

Preuve :

Méthode 1.13. Pour calculer le polynôme caractéristique d’un endomor-
phisme, il faut donc calculer le déterminant de sa matrice relative à une base
(que l’on choisit ou que l’énoncé choisit pour nous).

Application 1.14. Reprenons f ∈ L (R2[X]) définie par

f(P ) = (X − 1)P ′ + P .

Déterminer son polynôme caractéristique.
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Proposition 1.15. Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme de
E(dim(E) = n) ou d’une matrice de Mn(K) est un polynôme de degré n et
de coefficient dominant égal à 1, c’est-à-dire qu’il s’écrit :

χf = Xn + an−1X
n−1 + ...+ a1X + a0

Proposition 1.16. • Deux matrices semblables ont le même polynôme
caractéristique.
• Une matrice et sa transposée ont le même polynôme caractéristique.

Preuve :

Théorème 1.17. Soit f ∈ L (E) ( respectivement A ∈Mn(K)) λ ∈ K est
une valeur propre de f (respectivement A ) si, et seulement si, c’est une
racine de χf ( respectivement χA)

Méthode 1.18. Pour trouver toutes les valeurs propres d’un endomor-
phisme ou d’une matrice il suffit de trouver toutes les racines du polynôme
caractéristique.
Attention : il faut bien regarder si on cherche les racines dans R ou C.

Application 1.19. Trouver les valeurs propres de A =

 1 2 −2
2 1 −2
2 2 −3

.
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Application 1.20. Reprenons f ∈ L (R2[X]) définie par
f(P ) = (X − 1)P ′ + P .

Déterminer son spectre.

1.4 Ordre de multiplicité d’une valeur propre

Définition 1.21. Soit f ∈ L (E), χf son polynôme caractéristique et λ une
valeur propre.
On appelle ordre de multiplicité de λ son ordre de multiplicité en tant
que racine de χf .
On le note mf (λ) ou m(λ).
Cette définition s’adapte aussi pour les valeurs propres d’une matrice.

Exemple 1.22. • Pour la matrice A =

 1 2 −2
2 1 −2
2 2 −3

,1 est une valeur

propre de multiplicité 1 et −1 est une valeur propre de multiplicité 2 .
On dit que 1 est une valeur propre simple et −1 est une valeur
propre double.
• Pour f ∈ L (R2[X]) définie par f(P ) = (X − 1)P ′ + P , toutes les
valeurs propres ont un ordre de multiplicité égal à 1 .
On dit que 1,2 et 3 sont des valeurs propres simples.

2 Les propriétés utiles des éléments propres

2.1 Autour des valeurs propres

Théorème 2.1. • Soit f ∈ L (E).
λ ∈ K est une valeur propre de f si, et seulement si, λidE − f n’est
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pas injectif.
• Soit A ∈ Mn(K) · λ ∈ K est une valeur propre de A si, et seulement
si, λIn −A n’est pas inversible.

Preuve :

Remarque 2.2. • Comme nous sommes en dimension finie et que nous
travaillons uniquement avec des endomorphismes, injectif et bijectif
sont équivalents.
• On peut bien évidemment travailler aussi avec f − λidE et A− λIn.

Proposition 2.3. • Soit f ∈ L (E).
0 est une valeur propre de f si, et seulement si, f n’est pas injective.
• Soit A ∈Mn(K).

0 est une valeur propre de A si, et seulement si, A n’est pas inversible.

Remarque 2.4. Cette propriété est très utilisé dans les problèmes et exer-
cices car il présente un lien entre le caractère bijectif d’un endomorphisme et
une de ses valeurs propre : 0 (ou entre le caractère inversible d’une matrice
et la valeur propre 0 ).

Proposition 2.5. • Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de di-
mension n admet au plus n valeurs propres distinctes.
• Une matrice de Mn(K) admet au plus n valeurs propres distinctes.

Proposition 2.6. Soient f ∈ L (E),B une base de E et A = MatB(f).
Alors :
• λ est une valeur propre de f si, et seulement si, λ est une valeur propre
de A.
• ~u ∈ E est un vecteur propre de f associé à λ si, et seulement si, la
matrice colonne X = MatB(~u) est un vecteur propre de A associé à la
valeur propre λ
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Remarque 2.7. Chercher les valeurs propres d’un endomorphisme ou de
sa matrice dans une base donnée revient au même.
Attention ! ! ! les valeurs propres de A et f sont les mêmes mais il ne faut
pas confondre les vecteurs propres de f (qui sont des éléments de E) et les
vecteurs propres de A (qui sont des éléments de Mn,1(K))

2.2 Autour des vecteurs propres

Proposition 2.8. Soit f ∈ L (E) et ~u ∈ E tel que ~u 6= 0.
~u est un vecteur propre de f si, et seulement si, la droite vectorielle Vect(~u)
est stable par f .

Preuve :

Théorème 2.9. Soient f ∈ L (E), λ1, . . . , λp des valeurs propres distinctes
de f et −→u1, . . . ,

−→up des vecteurs propres respectivement associés à λ1, . . . , λp.
Alors (−→u1, . . . ,

−→up) est une famille libre de E

Proposition 2.10. Si λ1, . . . , λn sont n valeurs propres distinctes et si
−→u1, . . . ,

−→un sont des vecteurs propres associés à ces valeurs propres alors la
famille (−→u1, . . . ,

−→un) est une base de E.
On dit que c’est une base de vecteurs propres.

Preuve :
le théorème précédent nous dit que la famille (−→u1, . . . ,

−→un) est libre et de plus
c’est une famille de n vecteurs dans l’espace vectoriel E qui est de dimension
n.

Toutes les propriétés précédentes peuvent aussi être énoncées pour des
matrices. En particulier :

Proposition 2.11. Soit A ∈Mn(K) :
• Si λ1, . . . , λp sont des valeurs propres distinctes de A et X1, . . . , Xp des
vecteurs propres colonnes associés, alors (X1, . . . , Xp) est une famille
libre de Mn,1(K).
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• Si λ1, . . . , λn sont des valeurs propres distinctes de A et X1, . . . , Xn

des vecteurs propres colonnes associés, alors (X1, . . . , Xn) est une base
de Mn,1(K).

2.3 Autour des sous-espaces propres

Théorème 2.12. Soit f ∈ L (E) et soient λ et µ deux valeurs propres
distinctes de f .
Alors les sous-espaces propres associés à ces deux valeurs propres sont en
somme directe.

Preuve :

Proposition 2.13. Soient f ∈ L (E) et λ1, . . . , λp des valeurs propres dis-
tinctes de f .
Alors les sous-espaces propres Eλ1(f), . . . , Eλp(f) sont en somme directe.

ATTENTION ! ! ! les sous-espaces propres sont en somme directe mais
ne sont pas toujours supplémentaires.

Théorème 2.14. Soit f ∈ L (E) et λ une valeur propre dont l’ordre de
multiplicité est m(λ).
Alors on a l’encadrement suivant :

1 6 dim (Eλ(f)) 6 m(λ) 6 n

où Eλ(f) désigne le sous-espace propre de f associé à la valeur propre λ.

Remarque 2.15. • Les trois résultats précédents restent évidemment
valables pour les matrices.
• Pour une valeur propre de multiplicité égale à 1 (valeur propre simple),
on a forcément dim (Eλ) = 1!

Exemple 2.16. • On reprend encore la matrice A =

 1 2 −2
2 1 −2
2 2 −3

.
On peut donc dire que 1 6 dim (E1(A)) 6 1 donc le sous-espace propre
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associé à la valeur propre 1 est de dimension 1.
Pour la valeur propre −1 on peut, avec ce théorème uniquement af-
firmer que 1 6 dim (E−1(A)) 6 2 (on peut évidemment trouver cette
dimension en déterminant une base de E−1(A)).
• Pour l’endomorphisme de L (R2[X]) défini par f(P ) = (X−1)P ′+P ,
les trois valeurs propres (1, 2 et 3) ont pour ordre de multiplicité 1,
donc tous les sous-espaces propres sont de dimension 1.

3 Matrice ou endomorphisme diagonalisable

3.1 Définition

Définition 3.1. • Soit f ∈ L (E). On dit que f est diagonalisable si,
et seulement s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
diagonale.
• Soit A ∈ Mn(K). On dit que A est une matrice diagonalisable si,
et seulement s’il existe une matrice P inversible et une matrice D
diagonale telles que A = PDP−1.

Deux problèmes se posent donc :
• comment savoir si une matrice ou un endomorphisme est diagonali-
sable ?
• lorsqu’une matrice est diagonalisable comment construire des matrices
P et D telles que P est inversible, D diagonale et A = PDP−1, ou
lorsqu’un endomorphisme est diagonalisable comment construire une
base dans laquelle la matrice de f est diagonale ?

3.2 Les théorèmes de diagonalisation

Le but de cette partie est donc de savoir répondre à la question : "f (ou
A) est-il diagonalisable " ? .

Théorème 3.2. Soit f ∈ L (E) ( respectivement A ∈Mn(K)). On note
λ1, . . . , λk toutes les valeurs propres distinctes de f( respectivement de A).
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f (respectivement A) est diagonalisable.
2. E = Eλ1 ⊕ Eλ2 ⊕ . . .⊕ Eλk

3. La somme des dimensions des sous-espaces propres de f( respective-
ment A) vaut n :

k∑
i=1

dim (Eλi
) = n
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4. Le polynôme caractéristique de f (respectivement de A ) est scindé et
l’ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égal à la dimension
du sous-espace propre associé.

Ce théorème permettra toujours de répondre à la question "f (ou A)
est-il diagonalisable ?.
Suivant le contexte de l’exercice il faudra choisir de vérifier l’un des points
2,3 ou 4 .

Il existe un cas particulier qui permet de répondre à cette même question
plus rapidement :

Théorème 3.3. Soit f ∈ L (E) ( respectivement A ∈Mn(K)) :
• Si f (respectivement A) admet n valeurs propres distinctes alors f(
respectivement A) est diagonalisable.
• Si χf (respectivement χA) est scindé à racines simples alors f (res-
pectivement A ) est diagonalisable.

Attention ! ! ! Dans ce théorème les phrases ne sont pas des équiva-
lences. La réciproque de toutes ces phrases est en général fausse.

Méthode 3.4. Si aucun travail n’a été fait avant, voici la marche à suivre
pour savoir si A ou f est diagonalisable :

1. On détermine les valeurs propres en calculant les racines du polynôme
caractéristique.

2. Ensuite trois situations possibles :
• Si le polynôme caractéristique n’est pas scindé, alors A ou f n’est
pas diagonalisable (dans C cette situation n’est pas possible).
• Si χf ou χA est scindé à racines simples, alors f ou A est dia-
gonalisable. ou : si toutes les valeurs propres sont des valeurs
propres simples alors A ou f est diagonalisable.
• Si certaines valeurs propres sont multiples, on détermine la di-
mension de chacun des sous-espaces propres et on utilise le point
3 ou 4 du théorème précédent.

Application 3.5. Reprenons la matrice A =

 1 2 −2
2 1 −2
2 2 −3

 La matrice A

est-elle diagonalisable dans M3(R) ?
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Application 3.6. Reprenons l’endomorphisme :

f ∈ L (R2[X]) , f(P ) = (X − 1)P ′ + P

f est-il diagonalisable ?

Application 3.7. La matrice B =
(

0 1
−1 0

)
est-elle diagonalisable dans

M2(R)? dans M2(C)?

Proposition 3.8. Soit f ∈ L (E) et B une base quelconque de E.
f est diagonalisable si, et seulement si, MatB(f) est diagonalisable.
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3.3 Comment diagonaliser une matrice ?

Le but de cette partie est, étant donné une matrice A que l’on sait dia-
gonalisable, de trouver une matrice P inversible et une matrice D diagonale
telles que :

A = PDP−1.

Proposition 3.9. Soit A ∈Mn(K) une matrice diagonalisable et sp(A) =
{λ1, . . . , λp} l’ensemble de ses valeurs propres.
On note B1 une base de Eλ1(A), . . . ,Bp une base de Eλp(A).
• La réunion de toutes ces bases forme une base, que l’on note B, de

Mn,1(K). On dit que B est une base de vecteurs propres de A.
• En posant P la matrice de passage de la base canonique de Mn,1(K)
à la base B et D la matrice diagonale contenant les valeurs propres
λ1, . . . , λp comptées chacune avec leur ordre de multiplicité, alors on
a :

A = PDP−1

Méthode 3.10. Diagonaliser une matrice signifie trouver une matrice D
diagonale et une matrice P inversible telles que A = PDP−1.
Voici un résumé de tout ce que nous avons construit jusqu’à présent (At-
tention dans un problème de concours il faudra s’adapter à l’ordre des ques-
tions !) :

1. Trouver les valeurs propres de A : le plus souvent on calcule χA et on
résout χA(λ) = 0 (attention à bien regarder l’énoncé de l’exercice pour
savoir si on travaille dans R ou C ).

2. A est-elle diagonalisable ? Quelques pistes pour répondre :
• si χA n’est pas scindé, A n’est pas diagonalisable ;
• si χA est scindé à racines simples, alors A est diagonalisable ;
ou : si A ∈ Mn(K) et si A admet n valeurs propres distinctes
alors A est diagonalisable ;
• si χA est scindé mais que certaines racines sont multiples, on
cherche une base de chaque sous-espace propre et A est diago-
nalisable si, et seulement si, la somme des dimensions des sous-
espaces propres vaut n.

3. Si A est diagonalisable, on construit P et D :
si cela n’a pas été fait avant il faut trouver une base de chacun des
sous-espaces propres.
La réunion de toutes ces bases donne une base de vecteurs propres de
A.
On construit alors P la matrice de passage de la base canonique de
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Mn,1(K) à la base de vecteurs propres et dans la matrice diagonale D
on met les valeurs propres correspondant à chacun des vecteurs propres
de la base de vecteurs propres.
Attention ! ! ! Les bases des sous-espaces propres ne sont pas uniques
donc la matrice P n’est pas unique et la matrice D n’est pas unique
non plus car elle dépend de l’ordre des vecteurs propres utilisés pour
construire la matrice P.

Application 3.11. Soit A =

 3 0 1
−1 2 −1
−2 0 0

 .A est-elle diagonalisable ?

Si oui, la diagonaliser.

3.4 Comment diagonaliser un endomorphisme ?

Dans cette partie, on souhaite, étant donné un endomorphisme f diago-
nalisable, construire une base de E dans laquelle la matrice de f est diago-
nale.

Théorème 3.12. Soit f ∈ L (E).
f est diagonalisable si, et seulement s’il existe une base de E formée de
vecteurs propres de f .

Preuve :

⇒: Supposons que f est diagonalisable.
Par définition, il existe une base, que nous noterons B = (~u1, . . . , ~un), dans
laquelle la matrice de f est diagonale.

On note MatB(f) =


d1 0 · · · 0

0 d2
...

... . . . 0
0 · · · 0 dn

.
Par définition de la matrice associé à un endomorphisme on a donc f (~ui) =
di~ui.
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Et comme ~ui est un vecteur d’une base il n’est pas nul.
Ainsi ~ui est un vecteur propre de f et donc la base B est une base formée
de vecteurs propres.

⇐: Supposons qu’il existe une base de E formée de vecteurs propres de
f . Notons E = (~w1, . . . , ~wn) cette base de vecteurs propres et λ1, . . . , λn les
valeurs propres associées (elle ne sont pas forcément distinctes).
On a donc, pour tout 1 6 i 6 n, f (~wi) = λi ~wi et donc :

MatE (f) =


λ1 0 · · · 0

0 λ2
...

... . . . 0
0 · · · 0 λn

.
Ceci signifie que f est diagonalisable.

Proposition 3.13. Soit f un endomorphisme de E que l’on sait diagona-
lisable et sp(f) = {λ1, . . . , λp} l’ensemble de ses valeurs.
On note B1 une base de Eλ1(f), . . . ,Bp une base de Eλp(f).
Alors la réunion de toutes ces bases forme une base B de E.
De plus, cette base B est une base de vecteurs propres de f et donc la matrice
de f dans cette base est diagonale.

Méthode 3.14. Diagonaliser un endomorphisme signifie trouver une base
dans laquelle la matrice de cet endomorphisme est diagonale et donner cette
matrice diagonale.
Voici un résumé de tout ce que nous avons construit jusqu’à présent (At-
tention dans un problème de concours il faudra s’adapter à l’ordre des ques-
tions !) :

1. Trouver les valeurs propres de f : le plus souvent on calcule χf et on
résout χf (λ) = 0 (attention à bien regarder l’énoncé de l’exercice pour
savoir si on travaille dans R ou C)

2. f est-il diagonalisable ? Quelques pistes pour répondre :
• si χf n’est pas scindé, f n’est pas diagonalisable ;
• si χf est scindé à racines simples, alors f est diagonalisable ou :
si dim(E) = n et si f admet n valeurs propres distinctes f est
diagonalisable ;
• si χf est scindé mais que certaines racines sont multiples, on
cherche une base de chaque sous-espace propre et f est diagona-
lisable si, et seulement si, la somme des dimensions des sous-
espaces propres est égale à n.

3. Lorsque f est diagonalisable, on construit une base de vecteurs propres :
si ça n’a pas été fait avant il faut trouver une base de chacun des sous-
espaces propres.
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La réunion de toutes ces bases donne une base de vecteurs propres de
f .
La matrice de f relative à la base de vecteurs propres est alors la ma-
trice diagonale contenant les valeurs propres de f sur sa diagonale.

Application 3.15. Diagonaliser l’endomorphisme :

f ∈ L (R2[X]) , f(P ) = (X − 1)P ′ + P

3.5 Utilisation de la bibliothèque Numpy

La fonction poly du module numpy appliquée à une matrice carrée ren-
voie la liste des coefficients du polynôme caractéristique par degré décrois-
sant :

La fonction eigvals du module numpy.linalg renvoie les valeurs propres de la
matrice :

Pour obtenir en plus les vecteurs propres associés, il faut employer la fonction
eig. Cette fonction renvoie un tuple constitué de la liste des valeurs propres
et d’une matrice carrée.
La iième colonne de cette matrice est un vecteur propre associé à la iième

valeur de la liste des valeurs propres.

Dans l’exemple ci dessous, on peut conclure que
(

1
1

)
est un vecteur propre

de A associé à la valeur propre −2.
On vérifie aussi que A est diagonalisable.
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4 Matrice ou endomorphisme trigonalisable

4.1 Définition

Définition 4.1. • Soit A ∈Mn(K). On dit que A est une matrice tri-
gonalisable si, et seulement s’il existe une matrice P inversible et une
matrice T triangulaire telles que A = PTP−1.
• Soit f ∈ L (E). On dit que f est trigonalisable si, et seulement s’il
existe une base de E telle que la matrice de f relative à cette base est
triangulaire.

Proposition 4.2. Soit f ∈ L (E) et B une base quelconque de E.
f est trigonalisable si, et seulement si, MatB(f) est trigonalisable.

4.2 Le théorème de trigonalisation

Voici le seul et unique théorème permettant de répondre à la question
"f (ou A ) est-il trigonalisable ?".

Théorème 4.3. Soit f ∈ L (E) ( respectivement A ∈Mn(K)) f( respecti-
vement A) est trigonalisable si, et seulement si, son polynôme caractéristique
est scindé.

Proposition 4.4. Dans Mn(C) toutes les matrices sont trigonalisables et
dans un C-espace vectoriel tous les endomorphismes sont trigonalisables.
Attention ! ! ! ce n’est pas vrai dans le corps des réels.

Remarque 4.5. Aucune technique de trigonalisation effective n’est au pro-
gramme. L’énoncé devra guider l’étudiant pour trigonaliser une matrice ou
un endomorphisme.
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4.3 Exemple de trigonalisation

Application 4.6. On considère la matrice A =

 0 1 1
1 0 0
0 0 1

 et f l’endo-

morphisme de R3 canoniquement associé à A.
1. Déterminer les valeurs propres de f .
2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Trigonalisable ?
3. On pose ~u = (1,−1, 0) et ~v = (1, 1, 0).

(a) Déterminer le vecteur ~w ∈ R3, dont la première coordonnée est
égale à 1 et tel que f(~w) = ~v + ~w

(b) Justifier que B = (~u,~v, ~w) est une base de R3.
(c) Déterminer la matrice T de f dans la base B.

4. Quel est le lien entre la matrice A et la matrice T ?

4.4 Retour sur le polynôme caractéristique

Proposition 4.7. Soit A ∈Mn(K). Si le polynôme caractéristique de A est
scindé alors :
• la somme des valeurs propres (comptées avec leur ordre de multiplicité)
est égale à tr(A)
• le produit des valeurs propres (comptées avec leur ordre de multiplicité)
est égal à det(A).

Preuve :
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Remarque 4.8. • Si on travaille dans le corps des complexes le poly-
nôme caractéristique est forcément scindé !
• Cette propriété vous donne un moyen de vérifier la cohérence de vos
calculs : comparer la somme des valeurs propres que vous avez cal-
culé avec la valeur de la trace de A et comparer le produit des valeurs
propres avec la valeur de det(A).

5 Applications de la réduction

5.1 Puissances de matrice

Pour une matrice A quelconque, il n’existe pas de formule générale per-
mettant d’expliciter Ak.
Nous allons voir ici une méthode pour calculer Ak dans le cas d’une matrice
diagonalisable et une méthode dans le cas d’une matrice trigonalisable.

Ces deux méthodes sont basées sur la propriété ci-dessous, qu’il est sou-
vent demandé de redémontrer dans les sujets de concours. La démonstration
est donc à connaitre par cœur.

Proposition 5.1. Soient A et B deux matrices semblables de Mn(K) et P
une matrice inversible telle que A = PBP−1, alors :

∀k ∈ N Ak = PBkP−1

Preuve :
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5.1.1 Matrices diagonalisables

Proposition 5.2. Soit D ∈Mn(K) une matrice diagonale.
On note d1, . . . , dn les éléments diagonaux de D.
Alors pour tout k ∈ N, on a :

Dk =


dk1 0 · · · 0

0 dk2
...

... . . . 0
0 · · · 0 dkn

.

Application 5.3. Calculer Ak pour k ∈ N si A =

 3 0 1
−1 2 −1
−2 0 0

.

5.1.2 Matrices trigonalisables

Une matrice triangulaire T peut s’écrire T = D+N avec D une matrice
diagonale et N une matrice triangulaire dont la diagonale ne contient que

des 0 (par exemple N =

 0 3 −1
0 0 2
0 0 0

 ).

On remarquera alors qu’il existe un entier p tel que Np = 0.
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Si les matrices D et N commutent (DN = ND), on utilisera la formule du
binôme (rappelée ci-dessous) pour calculer T k.
Attention ! ! ! D et N ne commutent pas toujours.

Proposition 5.4. Formule du binôme de Newton
Soient A et B deux matrices de Mn(K) qui commutent (AB = BA). Alors
pour tout entier k :

(A+B)k =
k∑
i=0

(
k
i

)
AiBk−i

Application 5.5. Calculer Ak pour k ∈ N pour A =

 0 1 1
1 0 0
0 0 1

.

5.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 5.6. On dit qu’une suite u est définie par une relation ho-
mogène de récurrence linéaire d’ordre 2 à coefficients constants
lorsqu’il existe deux réels a et b tels que b 6= 0 et :

∀n ∈ N un+2 = aun+1 + bun

On appelle équation caractéristique associée à cette suite l’équation sui-
vante :

r2 − ar − b = 0.

Théorème 5.7. On considère une suite u définie par une relation homogène
de récurrence linéaire d’ordre 2.
• Si l’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes r1
et r2 alors il existe (A1, A2) ∈ R2 tels que :

∀n ∈ N, un = A1r
n
1 +A2r

n
2
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• Si l’équation caractéristique n’admet qu’une solution réelle r0 alors il
existe (A1, A2) ∈ R2 tels que :

∀n ∈ N, un = (A1 +A2n) rn0

• Si l’équation caractéristique admet deux solutions complexes non réelles
ρeiθ et ρe−iθ alors il existe (A1, A2) ∈ R2 tels que :

∀n ∈ N, un = ρn (A1 cos(nθ) +A2 sin(nθ)) .

On détermine les valeurs de A1 et A2 grâce à u0 et u1.

Preuve :

Remarque 5.8. L’ensemble des suites réelles qui vérifient la relation :

un+2 = aun+1 + bun

est donc, dans chaque cas, un R -espace vectoriel de dimension 2 dont on
connait une base.

Application 5.9. On considère la suite u définie de la façon suivante :{
∀n ∈ N un+2 = 2un+1 − 4un
u0 = u1 = 1

Calculer le terme général de la suite en fonction de n.
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6 Systèmes différentiels linéaires à coefficients constants

6.1 La théorie

Définition 6.1. On appelle système différentiel linéaire à coefficients
constants un système d’équations du type :

(S) :


x′1(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + . . .+ a1nxn(t)
...
x′n(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + . . .+ annxn(t)

où les fonctions xi sont les inconnues et les coefficients aij sont des éléments
de K fixés.

Notations : Lorsqu’on rencontre un tel système, on pose :

A = (aij)i,j∈J1;nK et X(t) =


x1(t)
x2(t)
...

xn(t)



On définit la dérivée de la fonction vectorielle X par X ′(t) =


x′1(t)
x′2(t)
...

x′n(t)

.
Grâce à ces notations le système différentiel (S) s’écrit alors :X ′(t) = AX(t).

Remarque 6.2. On peut aussi définir les systèmes différentiels linéaires à
coefficients constants, non homogènes.
Ils s’écrivent sous forme matricielle X ′(t) = AX(t) + b(t) avec b : R →
Mn,1(K).
Pour les résoudre, on procède comme sur les équations différentielles en
ajoutant une solution particulière aux solutions du système homogène.
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Exemple 6.3.
{
x′(t) = 3x(t)− y(t) + t
y′(t) = −x(t) + 2y(t) + et est un système différentiel li-

néaire à coefficients constants.
On peut l’écrire sous forme matricielle X ′ = AX + b(t), avec :

A =
(

3 −1
−1 2

)
, b(t) =

(
t
et

)
, X(t) =

(
x(t)
y(t)

)
Définition 6.4. Soit I un intervalle de R. On appelle solution sur I du

système (S) toute fonction vectorielle X : t 7→ X(t) =


x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 telle que

toutes les fonctions xi sont dérivables sur I et telle que :

∀t ∈ I, X ′(t) = AX(t)

Théorème 6.5. Problème de Cauchy
Soient X0 ∈Mn,1(K), t0 ∈ R et A ∈Mn(K).

Le problème de Cauchy vectoriel suivant :
{
X ′(t) = AX(t)
X (t0) = X0

, admet une

unique solution sur R.
Théorème 6.6. Structure de l’ensemble des solutions
L’ensemble SR des solutions sur R du système (S) est un K -espace vectoriel
de dimension n.

6.2 Pratique de la résolution

Méthode 6.7. • Si la matrice A est diagonale (on note λ1, . . . , λn ses
éléments diagonaux) alors le système (S) s’écrit :

x′1(t) = λ1x1(t)
x′2(t) = λ2x2(t)
...
x′n(t) = λnxn(t)

On a donc n équations différentielles d’ordre 1 à coefficients constants
indépendantes à résoudre : xi(t) = Cieλit.

• Si la matrice A est triangulaire supérieure on a alors le système sui-
vant :



x′1(t) = λ1x1(t) + a12x2(t) + . . . + a1nxn(t)
x′2(t) = λ2x2(t) + . . . + a2nxn(t)

... . . . ...
x′n−1(t) = λn−1xn−1(t) + an−1,nxn(t)
x′n(t) = λnxn(t)
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On résout ce système par remontée, en commençant par la dernière
équation qui ne dépend que xn.
• Si la matrice A est quelconque :

1. On commence par réduire la matrice A. Dans l’idéal on diagona-
lise et sinon on trigonalise (toujours possible dans C ).
On a donc une matrice diagonale ou triangulaire et une matrice
P inversible telles que A = P∆P−1.

2. On fait alors un changement de fonction inconnue : X(t) =
PY (t). Le système (S) devient :

X ′(t) = AX(t)⇔ PY ′ = P∆P−1PY ⇔ PY ′ = P∆Y ⇔ Y ′ = ∆Y

Y est donc solution d’un système différentiel diagonal ou trian-
gulaire.

3. Un fois que l’on a trouvé Y , on revient à X par la relation :

X = PY .

Application 6.8. Résoudre le système différentiel suivant :

(S)


x′ = 4x+ y + z
y′ = x+ 4y + z
z′ = x+ y + 4z

Application 6.9. Résoudre le système différentiel (S)
{
x′(t) = −x(t) + y(t)
y′(t) = −x(t)− y(t) .
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6.3 Comportement asymptotique des solutions

Dans cette partie on suppose que la matrice A est diagonalisable dans
C.
On note D la matrice diagonale de Mn(C) et P la matrice inversible de
Mn(C) telles que A = PDP−1.
On notera aussi d1, . . . , dn les éléments de la diagonale de D, c’est-à-dire les
valeurs propres de A.
Proposition 6.10. • Si ∀k ∈ {1, · · · , n},Re (dk) < 0, alors :

∀i ∈ J1;nK, limt→+∞ xi(t) = 0.

On dit que le système est asymptotiquement stable.
• Si ∀k ∈ {1, · · · , n},Re (dk) 6 0, alors pour tout i ∈ J1;nK, la fonction
xi est bornée.
On dit que le système est stable.
• Si ∃k0 ∈ {1, · · · , n},Re (dk0) > 0, alors il existe au moins une solution
X : R → Kn dont une composante tend vers ±∞ lorsque t tend vers
+∞.
On dit que le système est instable.

Exemple 6.11. Reprenons les deux dernières applications.
• Dans l’avant-dernière, si par exemple K1 et K2 sont strictement posi-
tifs, on a limt→+∞ x(t) = +∞.
Le système est dit instable.
• Dans la dernière , on a :

x(t) = e−t(2A cos(t)− 2B sin(t)) et
y(t) = e−t(−2A sin(t)− 2B cos(t)).

Ainsi, |x(t)| 6 e−t(2|A| + 2|B|) et donc limt→+∞ x(t) = 0. De même
pour y.
Ce système est donc asymptotiquement stable.
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6.4 Équations différentielles scalaires d’ordre n à coefficients
constants

Définition 6.12. On appelle équation différentielle scalaire linéaire
d’ordre n à coefficients constants (n ∈ N∗) une équation du type :

(E) : x(n)(t) + an−1x
(n−1)(t) + . . .+ a1x

′(t) + a0x(t) = b(t)

où a0, a1, . . . , an−1 sont des éléments de K, b est une fonction continue de I
dans K, et la fonction inconnue est x : I → K.
L’équation :

(H) : y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1y

′ + a0y = 0

s’appelle l’équation homogène associée à l’équation (E).

Méthode 6.13. Pour résoudre une équation différentielle homogène d’ordre
n à coefficients constants :

1. On pose

X(t) =


x(t)
x′(t)
...

x(n−1)(t)

 et A =



0 1 0 . . . . . . 0

0 0 1 0 . . .
...

... . . . . . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . 0 1
−a0 −a1 . . . . . . . . . −an−1


.

Avec ces notations, l’équation (H) devient X ′(t) = AX(t).
2. On utilise la technique de résolution des systèmes différentiels à coef-

ficients constant présenté dans la partie VI 2 .
Attention ! ! ! : si à la fin de la résolution du système les calculs de
PY (t) sont longs, on pourra remarquer que dans X(t) seul le premier
élément nous intéresse ! ! !

3. Enfin, pour avoir les solutions de (E), il faut ajouter aux solutions de
(H) une solution particulière de l’équation (E).

Application 6.14. Résoudre l’équation différentielle :

x(3)(t)− 2x′′(t)− x′(t) + 2x(t) = 0.
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