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Exercices
Chap.24 : Vocabulaire des ensembles et

des applications

1 Généralités

Exercice 1.1. Ecrire en extension (c’est-a-dire en donnant tous leurs élé-
ments) les ensembles suivants :

A= {nombres entiers compris entre V2 et 27r.}.

B:{:UEC; A(n,p) € N x N, x:pet1§p§2n§7.}.
n

Exercice 1.2. Ensemble des parties.
Ecrire l’ensemble des parties de E = {a,b,c,d}.

Exercice 1.3. 1. Soit f: R = R, x — 22, et soit A = [—1,4].
Déterminer :
(a) limage directe de A par f ;
(b) Uimage réciproque de A par f.
2. On considere la fonction sin : R — R.
Quelle est l’image directe, par sin, de R ¢ De [0,27] ¢ de [0,7/2] ?
Quelle est l’image réciproque, par sin, de [0,1] ¢ de [3,4] ? de [1,2] ?
Exercice 1.4. Composition non commutative

1. Soient f et g les deuz fonctions de R dans R définies par
fz)=3z+4+1 et g(z) =2 — 1.

Calculer fog etgo f.

2. Dans les exemples suivants, déterminer deux fonctions u et v telles
que h=wuowv :

hi(z) = V3x —1 ha(z) =sin (x—i_;) hy(z) = 1

x+7

Exercice 1.5. Deux descriptions d’un méme ensemble

Soit A = {(z,y) € R% 4o —y = 1} et B = {(t + 1,4t + 3); t € R}.
Démontrer que A = B.
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Exercice 1.6. Composition itérée

Soit f(z) = ;%5 Déterminer fo fo---o f(x) (ou le symbole f apparait

n fois) en fonction de n € N* et de x € R.
Exercice 1.7. Ensembles et images directes
Soient E et F' deuxr ensembles et soit f : E — F. Soient également A et
B deux parties de E.
1. Démontrer que A C B = f(A) C f(B). La réciproque est-elle
vrage ¢
2. Démontrer que f(ANB) C f(A)Nf(B). L’inclusion réciproque est-elle
vrage ?
3. Démontrer que f(AU B) = f(A)U f(B).
Exercice 1.8. Ensembles et images réciproques
Soient E et F' deux ensembles et soit f : E — F. Soient également A et
B deux parties de F.
1. Démontrer que A C B = f~Y(A) C f~Y(B). La réciproque est-elle
vrate ¢
2. Démontrer que f~1(ANB) = f~Y(A) N f~1(B).
3. Démontrer que f~Y(AUB) = f~Y(A)U f~1(B).

2 Injection, surjection, bijection

Exercice 2.1. Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives,
bijectives ?
1. f:N—=>Nn+—n+1.
2.9:2Z—Zn—n+1.
3. h:R2 = R2 (2,y)— (z+y,z—y)
Exercice 2.2. Composition et injectivité
Soient [ et g les applications de N dans N définies par f(x) = 2x et
* . .
_) 3 s est pair
9(x) { 0 st x est impair.
1. Déterminer go f et fog.
2. f et g sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

Exercice 2.3. Calcul de la réciproque

Démontrer que la fonction f: R — R% définie par
e’ +2
flx) =

6—(17
est bijective. Calculer sa bijection réciproque f~1.
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Exercice 2.4. Avec des nombres complezes

fC\{=3} = C\{3}

1Z2—1
z = z+3

Démontrer que Uapplication est une bijection.

Déterminer sa bijection réciproque.

Exercice 2.5. Soit f : R — R définie par f(z) = 2z/(1 + 2?).
1. f est-elle injective ? surjective ?
2. Montrer que f(R) =[-1,1].
3. Montrer que la restriction g : [—1,1] — [—1,1], g(z) = f(z) est une

bijection.

Exercice 2.6. Soit f : [1;+00[ — [1;+oo[ définie par f(x) = eln* (@),
Démontrer que f réalise une bijection de [1;+oo[ sur [1;400] et expliciter
Uapplication réciproque.

Exercice 2.7. Composition, injectivité et surjectivité

On considére 4 ensembles A, B,C et D, et des applications f: A — B,
g:B—>Ceth:C—D.

Montrer que :
1. go f injective = f injective,
2. go f surjective = g surjective.
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