Calcul de sommes et de produits www.jmcabrera.net

Chap.12 : Calcul de sommes et de
produits

Dans tout ce qui suivra, n,p et ¢ désigneront des entiers naturels et
(un)nen désignera une suite de nombres réels ou complexes.

1 Sommes finies

1.1 La notation de sommation

Définition 1.1. La somme ug + u1 + ... + u, des n+ 1 premiers termes de
n

la suite (up)nen est notée : Y uy.
k=0

On dit que la "variable” k est lindice de la somme ou que la somme est
indexée par k.
La somme u, +uy1 + ... + uq des termes de la suite (un)nen dont les indices

q
sont compris entre p et q ot p < q est notée : Y. ug.
k=p

Application 1.2. Ecrire les sommes suivantes a Uaide du symbole Y :

Si=14+3+s5+1+..+1%

Sy =43 + 53+ ... + 593
Ss=34+5+2+..+3

Sy =3x4+4x5+..+23x24
Ss=1+2+4+8+..+1024

AR T

Application 1.3. Ecrire explicitement les sommes :

5 6 6
1 2 k
S1= ZZ:O iz 02 = 222 gi—g ¢ 93 = kzjl cos(g)
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1.2 Sommes a connaitre

sis n n(n+1)
Proposition 1.4. eVneN, Y k="%5
k=0

LC" 1—gnt!
. VqER—{l},VnGN,kZ_:Oq =
Application 1.5. Calculer les sommes suivantes en donnant le résultat
sous forme fractionnaire :

70 8
1. 8= 3k 3. 93=> &
k=1 k=0
! k 6 3\k
2. 8y =3 (—3) 4. Sa= > (%)
k=0 k=0

1.3 La relation de Chasles pour une somme finie

Proposition 1.6. Pour tout entier naturel ng € [p,q] avec p < q, alors :

q ng q
doup= D up+ Y ug
k=p k=p k=ng+1
n n—m
Proposition 1.7. Vg € R—{1} ,V(n,m) e N2 m <n Y ¢" = qm%

k=m

Preuve :
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Application 1.8. Calculer les sommes suivantes en donnant le résultat
sous forme fractionnaire :

30 10
1. 8= i 3. S3=> =&
=12 k=4
12 & 11 Nk
2. Sy = (-2) 4. Sa= > (—%)
k=3 k=4

1.4 Linéarité

q q q
Proposition 1.9. o > (up+uvp)= D up+ > g
k=p k=p k=p
q q
e VAER, Y Aup =X > uyg
k=p k=p

Application 1.10. Ezxprimer en fonction de n les sommes :
n n

1. S1= 3 (3k) 3. S3= > (3k—4)
k=0 k=1

2. 8y = 3 (5k — 5%)
k=0
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1.5 Changement d’indice dans une somme
On peut parfois étre amené a effectuer un « changement d’indice » dans

une somme. Voici un exemple.

6
On part de la somme > wuj et on effectue le changement d’indice k =1 — 2,
k=0

alorsl =k +2 et :

k 1121341516
l=k+2[3|4]|5]6|7]|8
Ainsi, le nouvel indice vade 1 +2=3 a6+ 2 = 8.

6 8
Dou: > up= > u_o
k=1 =3

n n+p
Proposition 1.11. ) up = > u_,
k=0 l=p

Méthode 1.12. Pour effectuer un changement d’indice dans une somme
indexée par lindice k :
1. on identifie la relation entre l'ancien indice k et le nouvel indice [ ;

2. d laide des bornes de l’ensemble d’indexation de k, on détermine l’en-
semble d’indexation de [ ;

3. on écrit le symbole >, avec le nouvel indice | et ses nouvelles bornes;
4. dans le terme général de la somme, on remplace k par son expression

en fonction de [.

Application 1.13. Dans chacun des cas suivants, effectuer le changement
de variable demandé dans la somme S :

10
1. S= S k?> enposant l =k — 1
k=1

8

2. 85=> 341 en posantn=1—3
=3
10

3. 5= nf—’fg en posant k =m — 2
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6
4.8 =73 cos(%) en posant | =i —1
i=1

n+1
Application 1.14. Effectuer un changement d’indice dans la somme Y In(7)
i=3

de sorte que la somme soit indexée a partir de 0.

Application 1.15. Effectuer un changement d’indice dans la somme

n

> (k+3)?

k=0

2

de sorte que le terme général de la somme devienne 1, ot ¢ est le nouvel

indice de sommation.

1.6 Sommes télescopiques

n
Proposition 1.16. Pour p <n, on a : > (Ug41 — Uk) = Upt1 — Up.
k=p

On dit alors que la somme est télescopique.

Application 1.17. 1. Vérifier que : Vk € N*, m = % — ﬁ
n
2. En déduire la valeur de Y, m en fonction de n.
k=1
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n
Application 1.18. Ezprimer Y In(1 — %) en fonction n grice d un téles-
i=2

copage de termes.

1.7 Factorisation de a" — b”

Théoréme 1.19. Soient a et b e R et n € N* :

n—1
a”—=b"=(a—-"b) Y akpn—hk-1
k=0

Preuve :

Application 1.20. Soit n € N* et x € R, factoriser expression 1 — z".

Proposition 1.21. e a’—1v?>=(a—10b)(a+Db)
e a®— b= (a—b)(a®+ ab+b?)
o a* —b* = (a—b)(a®+ a®b+ ab® + b?)
e a® — b = (a—b)(a*+ a®b+ a?b? + ab® + b*)

Application 1.22. Factoriser les expressions suivantes :
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1. 25 —32 3. 625 — 1624
2. 83 — 64 4. 3 — 2723

2 Produits finis

2.1 La notation de produit

Définition 2.1. Le produit ug X uq X ... X up, des n+ 1 premiers termes de
n

la suite (u)ken est noté [ wug.
k=0
On lit cette écriture "produit de k = 0 jusqu’a n de uy "
on dit que le produit est indexé par k ou que k est l’indice du produit.
Le produit up X upyq X ... X ug des termes de la suite (uy)ren dont les indices
sont compris entre p et q, si p < q, est noté :

q
[T up = up X upy1 X ... X uq
k=p

Application 2.2. Ecrire d Uaide du symbole [] :

1 1 1 1
Z.ZXgXEX...X@
U U T

2. sin(g) X sin(gz) X sin(gz)... X sin(51s)

Application 2.3. Exprimer chacun des produits suivants sans le symbole

1T :
IZ[ ! 3 ﬁ4l
1 i
=1 i+l =0
12 6
2. 1] 3k 4o 11 2%
k=1 k=2
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2.2 Opérations sur les produits

Proposition 2.4. Relation de Chasles.
Pour tout entier ng € [p;q] avec p < gq, on a :

ﬁuk:(ﬁ) ug) X ( lgl uy,)
k=p k=p

k=no+1

Proposition 2.5. Si (v;)ren est une autre suite de nombres réels ou com-

plexes, et si A € R alors :
q

. H(ukka):(kli[ wr) % (11 v)

k=p k=
q

q
o I (ug) =ATPH [T wy
k;:p k:p

Proposition 2.6. Changement d’indice dans un produit.
La changement d’indice k =1 — p laisse le produit inchangé :

n n+p
H U = H Up—p
k=0 I=p

Application 2.7. FExprimer sans le symbole ] :

0 . 10 9 .
LTI(3) x T1(3) 3. T1(2x3)
i=0 i=0 =2
9
2. T] 4F
k=0
30
Application 2.8. Donner une autre écriture du produit P = ] 383 4

k=4
laide du symbole ].
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n n
Proposition 2.9. o exp( Y ug) = [ e*
k=0 k=0
o On suppose que ug > 0 pour tout k € N, alors :

n n

Proposition 2.10. [I existe également une notion de produit télescopique.

n
Uk4+1 _ Un+l
Pourpgn, H Tk_ZT
k=p

Application 2.11. Ezprimer en fonction de n et sans les symboles [] et

>

In(5 x &1y

o8

1. ﬁ exp(3k) 2.
k=0

=1

3 'Triangle de pascal et bindme de Newton

3.1 Factorielle d’un entier et coefficients binomiaux

Définition 3.1. On appelle factorielle de n € N le nombre entier que l’on
note n! et que l'on lit "factorielle n" par :

n
Ol=1letsin#0,nl=]][k=1x2%x3Xx..xXn
k=1

Application 3.2. Soit n > 4, simplifier les écritures :
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Définition 3.3. Les coefficients binomiaux sont les entiers naturels no-
tés (Z) et qui se lisent "p parmin', définis par :

! .
(M) = p!X(Z'—p)! si0spsn
p 0 Sinon.

Proposition 3.4. e (@)=L ((=net()=1
e Vp € [0;n], (Z) = (nzp)

Preuve :

Application 3.5. Calculer A= (}), B= () et C = ().

Proposition 3.6. Relation de Pascal.
Soit un entier natureln et 1 <k <n —1, alors :

(o) + (%) = ()

Définition 3.7. Le triangle de Pascal.
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2 1 2 1

3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 B 1

6 1 6 15 + 20 15 [} 1

7 1 7 21 3_5 35 21 7 1

3.2 Binome de Newton

Théoréme 3.8. V(a,b) € R% (a +b)" = Y (})a*b"F

k=0
Développez les expressions suivantes :
1. (3z+2)3 3. (3 —4z)?
2. (22 —1)* 4. (2z +3)°

Application 3.9. Exprimer en fonction de n les sommes suivantes :

Loy (1)2h 5.3 (=1
k=0 k=0

2. 3 () LS (1)3hsnh
k=0 k=0
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